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Àííîòàöèÿ

Â [3] äàíû îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà øàãîâ è äëèíû çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé
ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé. Ñ èõ ïîìîùüþ áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå êëàññà âñåõ
ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà çà ÷èñëî øàãîâ, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïî-
ëèíîìîì îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ (êëàññà FP), ñ ïîìîùüþ äâàæäû ïîëèíîìè-
àëüíûõ (òî åñòü ïîëèíîìèàëüíûõ ïî ÷èñëó øàãîâ è ïî äëèíå çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ
âû÷èñëåíèé) ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé.

Äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèè êëàññó FP
çäåñü ââåäåíî ïîíÿòèå ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé íàä ñïèñêîì S ïàñêàëåâèäíûé ôóíêöèé.
Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé äàíû îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà øàãîâ è äëèíû çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñ-
ëåíèé, íàêîíåö, îïðåäåëåíû äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûå ïàñêàëåâèäíûå ôóíêöèè íàä ñïèñ-
êîì S. (äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç S ÷èñëî øàãîâ è äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëå-
íèé ðàâíû åäèíèöå). Ôóíêöèè èç S ñîîòâåòñòâóþò áàçîâûì ïîäïðîãðàììàì. Äîêàçûâàåò-
ñÿ òåîðåìà î ñîâïàäåíèè êëàññà äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé íàä S
è êëàññà FP.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà øàãîâ, ìàøèíû Òüþðèíãà, êëàññ FP, ôóí-
êöèè ÿçûêà Ïàñêàëü.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ýòà ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòà-
òüè [3]. Îäíàêî îíà ìîæåò ÷èòàòüñÿ è íå-
çàâèñèìî îò íåå. Îíà íàïðàâëåíà íà óï-
ðîùåíèå äëÿ ïðîãðàììèñòîâ-ìàòåìàòè-
êîâ äîêàçàòåëüñòâ ïðèíàäëåæíîñòè êëàñ-
ñó FP àëãîðèòìîâ, ðåàëèçîâàííûõ ñðåä-
ñòâàìè ÿçûêà Ïàñêàëü (ïàñêàëåâèäíûìè
ôóíêöèÿìè).

Ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ äëÿ ðàç-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé àëãîðèòìîâ
íå îáÿçàòåëüíî îáåñïå÷èâàåò åãî ïðèíàä-
ëåæíîñòü êëàññó FP (êëàññó ôóíêöèé, êî-

òîðûå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû íà ìàøè-
íå Òüþðèíãà, ÷èñëî øàãîâ êîòîðîé íå
ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà îò äëèíû çàïèñè
èñõîäíûõ äàííûõ). Â òî æå âðåìÿ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå íà ìàøèíå Òüþðèíãà [1, 2] ìàëî
àäåêâàòíî ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ.

Â èíòåðíåòå âðåìÿ îò âðåìåíè ïîÿâ-
ëÿþòñÿ «äîêàçàòåëüñòâà» òîãî, ÷òî P = NP
(«ðåøåíèå» îäíîé èç ñåìè çàäà÷, ïðèçíàí-
íûõ â 2000 ãîäó ñëîæíåéøèìè çàäà÷àìè
â ìàòåìàòèêå). Êàê ïðàâèëî, îøèáêè â
òàêèõ «äîêàçàòåëüñòâàõ» ÿâëÿþòñÿ ñëåä-
ñòâèÿìè òîãî, ÷òî ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà øà-
ãîâ àëãîðèòìîâ áåðåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü àëãîðèòìà, äëÿ êîòîðîé íå äîêàçà-
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íî, ÷òî èç ïîëèíîìèàëüíîñòè ÷èñëà øàãîâ
åãî ðàáîòû ñëåäóåò ïîëèíîìèàëüíîñòü ÷èñ-
ëà øàãîâ ìàøèíû Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþ-
ùåãî òó æå ôóíêöèþ (èëè ïðåäèêàò).

Â ñâÿçè ñ ýòèì â [3] áûëî ââåäåíî ìà-
òåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå öåëî÷èñëåííîãî àë-
ãîðèòìà íà îñíîâå øèðîêî ðàñïðîñòðà-
íåííîãî ÿçûêà Ïàñêàëü. Áîëåå òî÷íî, â
îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîíÿòèÿ ëåæèò
ïðåäëîæåííûé Í. Âèðòîì ÿçûê Ïàñêàëü
[4] ñ âêëþ÷åíèåì âîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ
è èñïîëüçîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìàññèâîâ
(òî åñòü ìàññèâîâ ñ äèíàìè÷åñêè îïðåäå-
ëÿåìûìè âåðõíèìè ãðàíèöàìè), à íå äðó-
ãèå åãî ðàçëè÷íûå ðåàëèçîâàííûå âåðñèè.

Ïóñòü â ÿçûêå Ïàñêàëü ïåðåìåííûå
òèïà integer ìîãóò ïðèíèìàòü â êà÷åñòâå
çíà÷åíèÿ ëþáîå öåëîå ÷èñëî (òî åñòü öå-
ëîå ÷èñëî ñ ëþáîé ñêîëü óãîäíî áîëüøîé
äëèíîé çàïèñè), à äðóãèå îñíîâíûå òèïû
ïåðåìåííûõ íå èñïîëüçóþòñÿ. Êàê èíîãäà
ãîâîðÿò, âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå òîëüêî
êîíñòàíò è öåëûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîé ðàç-
ðÿäíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Öåëî÷èñëåííûì àëãîðèò-
ìîì (ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèåé) íàçîâåì ôóí-
êöèþ ïðåäëîæåííîãî Í. Âèðòîì ÿçûêà Ïàñ-
êàëü, îáðàáàòûâàþùóþ åå ôàêòè÷åñêèå ïà-
ðàìåòðû � öåëûå ÷èñëà, ïîñòóïàþùèå íà
åå âõîä, è íå èñïîëüçóþùóþ ôàéëû, çàïèñè,
ìíîæåñòâà è óêàçàòåëè, à òàêæå ïðîöå-
äóðû è ôóíêöèè, èìåþùèå â êà÷åñòâå ïà-
ðàìåòðîâ ñâîè ïðîöåäóðû è ôóíêöèè.

Îñíîâîé ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ñëîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèé íàä çàäàííûì ñïèñêîì
áàçîâûõ ïîäïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëå-
íèå òîãî, ÷òî æå ñ÷èòàòü øàãîì âû÷èñëå-
íèÿ è ÷òî ñ÷èòàòü äëèíîé èñïîëüçóåìîé
ïàìÿòè. Ñ îïðåäåëåíèåì øàãà âû÷èñëåíèÿ,
êàê ïðàâèëî, òðóäíîñòåé íå âîçíèêàåò.
Âïðî÷åì, íà ðàçíûõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèÿ 

n22  âû÷èñëÿåòñÿ çà î÷åíü ðàçíîå
÷èñëî øàãîâ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êà-
êèå ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ èñõîäíûìè ïðè
åå âû÷èñëåíèè.

Â [3] äàíû îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà øàãîâ
è äëèíû çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëå-
íèé ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé. Ñ èõ ïîìî-
ùüþ áûëî ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå êëàñ-
ñà ôóíêöèé, ïîëèíîìèàëüíî áûñòðî âû-

÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà (êëàññà
FP) ñ ïîìîùüþ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ
(òî åñòü ïîëèíîìèàëüíûõ ïî ÷èñëó øàãîâ
è ïî äëèíå çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñ-
ëåíèé) ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé.

Äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàä-
ëåæíîñòè ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèè êëàññó
FP çäåñü ââåäåíû îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà øà-
ãîâ è äëèíû çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû-
÷èñëåíèé è, íàêîíåö, äâàæäû ïîëèíîìè-
àëüíûõ ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé íàä ñïèñ-
êîì S ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé (ýòè òðè
îïðåäåëåíèÿ íå ó÷èòûâàþò ñëîæíîñòíûå
õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëåíèÿ âíóòðè âñåõ
ôóíêöèé èç S). Ôóíêöèè èç S ñîîòâåòñòâó-
þò áàçîâûì ïîäïðîãðàììàì.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç
ñïèñêà S ÷èñëî øàãîâ íàä S (áåç ó÷åòà èõ
÷èñëà âíóòðè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé ñïèñ-
êà S) ñ÷èòàåòñÿ ðîâíî çà îäèí øàã.

Äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñ-
ëåíèé íàä S (áåç ó÷åòà äëèíû çàïèñè âíóò-
ðè âû÷èñëåíèé ôóíêöèé èç ñïèñêà S) îò-
ëè÷àåòñÿ îò äëèíû çàïèñè âû÷èñëåíèé ïàñ-
êàëåâèäíîé ôóíêöèè òåì, ÷òî íå ó÷èòûâà-
åòñÿ äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âíóò-
ðåííèõ âû÷èñëåíèé âñåõ ôóíêöèé èç S. Â
÷àñòíîñòè, äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ
âû÷èñëåíèé íàä S (áåç ó÷åòà èõ âíóòðè
âû÷èñëåíèé ôóíêöèé èç ñïèñêà S) äëÿ êàæ-
äîé ôóíêöèè èç S ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìó-
ìîì äëèíû çàïèñè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è
ñóììû äëèí âñåõ åå àðãóìåíòîâ.

Îïèøåì ýòî áîëåå ïîäðîáíî.

1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ØÀÃÎÂ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß
È ÄËÈÍÛ ÇÀÏÈÑÈ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÕ

ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ ÍÀÄ ÑÏÈÑÊÎÌ
ÏÀÑÊÀËÅÂÈÄÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì òåðìîì íàä
ñïèñêîì S ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé ëþáîå
àðèôìåòè÷åñêîå èëè áóëåâî âûðàæåíèå,
âîçìîæíî ñîäåðæàùåå ôóíêöèè èç S.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé òåðì îäíîçíà÷-
íî çàäàåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ, â ÷àñòíî-
ñòè, òåðì íàä ñïèñêîì S ïàñêàëåâèäíûõ
ôóíêöèé çàäàåò ïàñêàëåâèäíóþ ôóíêöèþ
ïðè èñïîëüçîâàíèè îïåðàòîðà ïðèñâàèâà-
íèÿ èìåíè ôóíêöèè, çàäàâàåìîé ýòèì òåð-
ìîì. Ïðè ýòîì ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ òåðìà
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t ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå êîðíåâî-
ãî äåðåâà. Ãëóáèíîé çàïèñè t íàçîâåì ãëó-
áèíó ýòîãî äåðåâà.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïàñêàëåâèäíîé ôóí-
êöèè èñïîëüçóþòñÿ: îïåðàòîð ïðèñâàèâà-
íèÿ òåðìà íàä ñïèñêîì ïàñêàëåâèäíûõ
ôóíêöèé, óñëîâíûå îïåðàòîðû, îïåðàòî-
ðû öèêëà è ðåêóðñèâíûå âûçîâû ïðîöå-
äóð è ôóíêöèé.

Äàäèì äâà ñîâìåñòíî ðåêóðñèâíî çà-
äàâàåìûõ îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé çàïèñè âû÷èñëå-
íèÿ òåðìà t íà ãëóáèíå i íàä ñïèñêîì S
ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé íàçîâåì ñóììó
äëèí àáñîëþòíûõ âåëè÷èí çíà÷åíèé âñåõ
ïîäâûðàæåíèé ãëóáèíû i âûðàæåíèÿ t, â òîì
÷èñëå è ñîäåðæàùåãî ôóíêöèè èç S. Äëÿ
âíîâü îïðåäåëÿåìûõ ïðîöåäóð è ôóíêöèé,
âõîäÿùèõ â òåðì è íå âõîäÿùèõ â S, áå-
ðåòñÿ äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñ-
ëåíèé òàêèõ ôóíêöèé, âêëþ÷àÿ âñå èõ ðå-
êóðñèâíûå âûçîâû.

Äëèíîé çàïèñè âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ t
íàä S íàçîâåì ìàêñèìóì ïî âñåì i (îò 1
äî ãëóáèíû t) äëèí çàïèñè âû÷èñëåíèÿ t íà
ãëóáèíå i íàä S.

Îïðåäåëåíèå. Íà íà÷àëüíîì øàãå äëè-
íà çàïèñè âû÷èñëåíèÿ íàä S ñîâïàäàåò ñ äëè-
íîé çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ (çíà÷åíèé àðãó-
ìåíòîâ ôóíêöèè). Íà çàêëþ÷èòåëüíîì øàãå
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè íàä S äëèíà çàïèñè âû-
÷èñëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ äëèíîé çàïèñè àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíû ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèè.

Ïîä äëèíîé çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû-
÷èñëåíèé (òî åñòü èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè)
íàä ñïèñêîì S ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé ïî-
íèìàåì ìàêñèìóì äëèíû çàïèñåé âû÷èñëå-
íèÿ ïî âñåì øàãàì ýòîãî âû÷èñëåíèÿ íàä
S, âêëþ÷àÿ íà÷àëüíûé è çàêëþ÷èòåëüíûé,
íî íå ó÷èòûâàÿ âíóòðåííèõ øàãîâ âû÷èñ-
ëåíèÿ ôóíêöèè èç S.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
âñå ÷èñëà çàïèñàíû â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ (õîòü îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñ-
ëåíèÿ ìîæåò áûòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì
öåëûì ÷èñëîì, îòëè÷íûì îò åäèíèöû).

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèâåäåííûõ îïðå-
äåëåíèÿõ íå ó÷èòûâàþòñÿ ðåêóðñèâíûå
âûçîâû ïîäïðîãðàìì èç S, èñïîëüçóåìûå

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèè,
è äëèíà çàïèñè âíóòðåííèõ ïðîìåæóòî÷-
íûõ âû÷èñëåíèé â êàæäîé òàêîé ïîäïðîã-
ðàììå èç S.

Ôàêòè÷åñêè çäåñü îïðåäåëåíû ÷èñëî
øàãîâ ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèè è äëèíà
çàïèñè åå ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé áåç
ó÷åòà âíóòðåííèõ øàãîâ è âíóòðåííèõ
ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé ôóíêöèé èç
êîíå÷íîãî ñïèñêà S, ÿâëÿþùèõñÿ ïàñêà-
ëåâèäíûìè ôóíêöèÿìè.

Èòàê, â îïðåäåëåííîå çäåñü ÷èñëî øà-
ãîâ íàä S (áåç ó÷åòà ÷èñëà øàãîâ âíóòðè
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé èç S) âûçîâ êàæäîé
ôóíêöèè èç S äîáàâëÿåò òîëüêî åäèíèöó.
Ê äëèíå çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëå-
íèé íàä S (òàêæå áåç ó÷åòà èõ âíóòðè âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèé èç S âûçîâ êàæäîé ôóí-
êöèè èç S äîáàâëÿåò ìàêñèìóì äëèíû çà-
ïèñè ðåçóëüòàòà è ñóììû äëèí çàïèñè âñåõ
àðãóìåíòîâ ïðè êàæäîì îáðàùåíèè ê ôóí-
êöèè èç S.

Äâå ââåäåííûå çäåñü õàðàêòåðèñòèêè
ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïàñêàëåâèäíîé
ôóíêöèè íàä S èçìåðÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî
äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ.

2. ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Îïðåäåëåíèå. Äâàæäû ïîëèíîìèàëüíîé
ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèåé íàä êîíå÷íûì ñïèñ-
êîì ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé S íàçîâåì òà-
êóþ ïàñêàëåâèäíóþ ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé
êàê åå ÷èñëî øàãîâ, òàê è åå äëèíà çàïèñè
ïðîìåæóòî÷íûõ äàííûõ (áåç ó÷åòà èõ
âíóòðè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé èç S) íå ïðå-
âîñõîäÿò íåêîòîðîãî ïîëèíîìà îò äëèíû
çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ.

Òåîðåìà. Êëàññ ïàñêàëåâèäíûõ ôóíê-
öèé (â òîì ÷èñëå è êëàññ ôóíêöèé, çàäàþ-
ùèõ ïðåäèêàòû), äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ
íàä ñïèñêîì S, âñå ôóíêöèè èç êîòîðîãî
ïðèíàäëåæàò êëàññó FP, ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì FP (ñîîòâåòñòâåííî ñ êëàññîì P).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ëåíòó ìàøèíû
Òüþðèíãà ëåãêî ïðîìîäåëèðîâàòü äâóìÿ
ëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ìàññèâàìè,
âåðõíÿÿ ãðàíèöà êîòîðûõ ìîæåò áûòü çà-
äàíà îãðàíè÷åíèåì íà äëèíó èñïîëüçóå-
ìîé ëåíòû.
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Äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ äâàæäû ïîëèíî-
ìèàëüíàÿ ïàñêàëåâèäíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåò-
âîðÿþùàÿ óñëîâèþ òåîðåìû, ïðèíàäëåæèò
êëàññó FP. Ýëåìåíòû ìàññèâîâ ðàñïîëà-
ãàåì íà äîïîëíèòåëüíîé ëåíòå ìàøèíû
Òüþðèíãà â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð
âèäà ([ i ], [a( i )]), ãäå [ i ] � ñïèñîê çíà÷å-
íèé èíäåêñîâ, [a( i )] � çíà÷åíèå ýëåìåíòà
ìàññèâà. Â ýòîì ñëó÷àå êîñâåííàÿ àäðåñà-
öèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åí-
íîé ñâåðõó ïî ÷èñëó øàãîâ ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ
îïåðàöèÿ ÿçûêà Ïàñêàëü ïðèíàäëåæèò
êëàññó FP. Áîëåå òîãî, åå ìîæíî ñäåëàòü
íåóäëèíÿþùåé äîáàâëåíèåì ôèêòèâíîãî
àðãóìåíòà, îãðàíè÷èâàþùåãî ñâåðõó äëè-
íó çàïèñè åå ðåçóëüòàòà. Äëèíà çàïèñè ýòî-
ãî ðåçóëüòàòà íå ïðåâîñõîäèò ïîëèíîìà
îò äëèíû çàïèñè ïåðâîíà÷àëüíûõ èñõîä-
íûõ äàííûõ.

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 èç [3]
ïîëó÷àåì, ÷òî âû÷èñëåíèå êàæäîãî âûðà-
æåíèÿ, íå ñîäåðæàùåãî äîïîëíèòåëüíî
îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæèò
êëàññó FP. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå áó-
äåò âåðíî è îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëü-
íîãî ÷èñëà ïðèñâàèâàíèé, âêëþ÷àþùèõ è
êîñâåííóþ àäðåñàöèþ.

Ïîñêîëüêó èìååòñÿ ïîëèíîì îò äëèíû
çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ, îãðàíè÷èâàþ-
ùèé ñâåðõó çíà÷åíèå âñåõ âû÷èñëÿåìûõ
âûðàæåíèé è ïîäâûðàæåíèé, âñòðå÷àþ-
ùèõñÿ âî âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ, òî ÷èñëî
øàãîâ èõ âû÷èñëåíèÿ îãðàíè÷åíî ñâåðõó
îäíèì è òåì æå (íî äðóãèì, êàê ïðàâèëî,
áîëüøåé ñòåïåíè) ïîëèíîìîì. Ñóììà ïî-
ëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ïîëèíîìàìè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëè-
íîìîì. Ïîýòîìó ñóììèðóÿ âñå øàãè, èñ-
ïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ âûðàæå-
íèé, ïîëó÷àåì îáùóþ ïîëèíîìèàëüíóþ
îöåíêó ÷èñëà øàãîâ èõ âû÷èñëåíèÿ íà
ìàøèíå Òüþðèíãà. Âñå âñòðîåííûå îïå-
ðàöèè, âêëþ÷àÿ êîñâåííóþ àäðåñàöèþ, îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åí-
íîå ñâåðõó ÷èñëî øàãîâ.

Ðåêóðñèâíûå ïðîöåäóðû è ïàñêàëåâèä-
íûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû íà
ÐÀÌ [1] òðàäèöèîííûì äëÿ ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ ñòåêà. Â

ýòîì ñòåêå ïðè êàæäîì ðåêóðñèâíîì âû-
çîâå çàïèñûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ âñåõ âíóòðåí-
íèõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èâøèõ ê ýòîìó
ìîìåíòó êàêèå-ëèáî çíà÷åíèÿ.

Ïðè ýòîì ïàìÿòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó (â
òîì ÷èñëå è â ñîâîêóïíîñòè ïðèñâîåííûõ
çíà÷åíèé ýëåìåíòàì äèíàìè÷åñêèõ ìàññè-
âîâ) ïîëèíîìîì îò ÷èñëà âûïîëíåííûõ
îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèé, óìíîæåííîìó
íà ïîëèíîì îò äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ
äàííûõ, ÿâëÿþùåìóñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé
äëèí çàïèñè âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ è
ýëåìåíòîâ ìàññèâà.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óò-
âåðæäåíèå. Êàæäîå ïðèñâàèâàíèå (â òîì
÷èñëå è ýëåìåíòó ìàññèâà), âêëþ÷àÿ ïðè-
ñâàèâàíèå àðãóìåíòîâ ïðè ðåêóðñèâíûõ
âûçîâàõ ôóíêöèé, ïðèíàäëåæèò FP.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðèñâàèâàíèÿ
ýëåìåíòó ìàññèâà âû÷èñëÿåòñÿ ïàðà èç
ñîâîêóïíîñòè âñåõ èíäåêñîâ è çíà÷åíèÿ
ýòîãî ýëåìåíòà ìàññèâà.

Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñ-
ëà ïðèñâàèâàíèé ñ òàêèìè æå îãðàíè÷åíè-
ÿìè íà äëèíó çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû-
÷èñëåíèé ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû íà ìà-
øèíå Òüþðèíãà çà ÷èñëî øàãîâ, îãðàíè-
÷åííîå ñâåðõó íåêîòîðûì ïîëèíîìîì. n

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà, ïî ñóùåñòâó, óñ-
òàíàâëèâàåò çàìêíóòîñòü êëàññà FP îòíî-
ñèòåëüíî çàäàíèÿ ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèè,
ÿâëÿþùåéñÿ äâàæäû ïîëèíîìèàëüíîé íàä
ñïèñêîì ïîäïðîãðàìì (ïàñêàëåâèäíûõ
ôóíêöèé) èç FP.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì âîçâðàòîì ïðè
âû÷èñëåíèè ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèè íàä S
âûïîëíåíèå ëþáîãî èç ñëåäóþùèõ îïåðàòî-
ðîâ: goto íàçàä ïî òåêñòó ïðîãðàììû, ïî-
âòîðíîå âûïîëíåíèå òåëà öèêëà, âûçîâ ôóí-
êöèè èç S è, íàêîíåö, âûçîâ (â òîì ÷èñëå è
ðåêóðñèâíûé) ôóíêöèè íå èç S èëè âûçîâ
ïðîöåäóðû (â òîì ÷èñëå è ðåêóðñèâíûé).

Â îïðåäåëåíèè äâàæäû ïîëèíîìèàëü-
íîé ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèè ñëîâà «÷èñ-
ëî øàãîâ» ìîæíî çàìåíèòü ñëîâàìè «÷èñ-
ëî âîçâðàòîâ». Ïðè ýòîì óòâåðæäåíèå òå-
îðåìû îñòàíåòñÿ âåðíûì. Óòî÷íèì âàðè-
àíò ôîðìóëèðîâêè è äîêàæåì åãî â êà÷å-
ñòâå ñëåäñòâèÿ.
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Ïðèíàäëåæíîñòü êëàñcó FP äâàæäû ïîëèíîìèàëüíûõ ïàñêàëåâèäíûõ ôóíêöèé íàä ïîäïðîãðàììàìè èç FP

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðè âû÷èñëåíèè ïàñ-
êàëåâèäíîé ôóíêöèè f íàä ñïèñêîì S, âñå
ôóíêöèè êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò FP, ÷èñëî
âîçâðàòîâ è äëèíà èñïîëüçîâàííîé ïàìÿòè
íàä S íå ïðåâîñõîäÿò ïîëèíîìà îò äëèíû
çàïèñè åå èñõîäíûõ äàííûõ, òî ýòà ôóíê-
öèÿ ïðèíàäëåæèò FP.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî øàãîâ ôóíêöèè
f íàä S íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âîçâðàòîâ
íàä S, óìíîæåííîãî íà ÷èñëî âñåõ îïåðà-
òîðîâ, âêëþ÷àÿ è âñå ïîäîïåðàòîðû îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè f. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü
òåîðåìó. n

Äîêàçàííîå ñëåäñòâèå ñóùåñòâåííî óï-
ðîùàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè
ïàñêàëåâèäíîé ôóíêöèè êàê êëàññó FP,
òàê è êëàññó P.

Òåîðåìà è åå ñëåäñòâèå ïîçâîëÿþò
ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé ïàñêàëåâèäíûå
ôóíêöèè èç FP ïî òðåì ñóùåñòâåííûì õà-
ðàêòåðèñòèêàì: ÷èñëó øàãîâ âû÷èñëåíèÿ
íàä ñïèñêîì S, ÷èñëó âîçâðàòîâ íàä ñïèñ-
êîì S è äëèíå çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû-
÷èñëåíèé íàä ñïèñêîì S, â òîì ÷èñëå è
íàä ïóñòûì ñïèñêîì S.
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Abstract

[3] gives definitions of time and space comlexity of pascal-like functions. Using this
definitions it was obtained the representation of the class of all functions computable by
Turing machine in time upper bounded by the polynomial of the length of the initial data
(FP class) by means of double polynomial (i.e. polynomial in time and space) pascal-like
functions.

For the convinience of proving that a pascal-like function is in FP, we introduce the notion
of the pascal-like functions over a list S of pascal-like functions. For such functions we give
definitions of time and space complexities, finally, we define double polynomial pascal-like
functions over a list S. (for every function in S, time and space complexity are equal to one).
Functions from S correspond to basic subroutines. The theorem about the equality of the class
of double polynomial pascal-like functions over S and the FP class is proved.

Keywords: Upper bounds for time complexity, Turing machine, FP complexity class,
functions of pascal programming language.
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